1) Cdcolare, se esste, I'inversa della seguente matrice:
& 1 16
A=80 1 27
él 2 05

Svolgiamo I’ esercizio in ambo i metodi che conosciamo.

In primo luogo occorre vedere se esigte I'inversa della matrice assegnata, ovvero e risulta detA ! 0. S
ha

2 11
detA={0 1 2/=0+2+0-+8+0)=2-9=-710 P defA=- 710 P $A inversadi A
1 20
Primo metodo
Cdcoliamol’inversadi A Sfruttando laformula
Atz A
detA
ove A* élameatrice de complementi agebrici.
Risultadlora
CM=+1 2:_m %:-0 221 Cl3:+o ﬂ:_t
2 0 1 0 1 2
cﬂ:-‘; j:-(-Z):Z, 022:+i é:-l, czsz-i ;‘:-3;
1 1 2 1 2
c31:+1 2‘:1; c32:-0 2:-4, c33:+0 1':2
dacui segue
&4 2 -106 &4 2 106
A=S2 .1 3] p (A)=f2 -1 -4]
é 1 -4 254 é-l -3 25
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Pertanto:

4 2 10
e4 2 16 w4 2 1o ! 1 %
1:#)( )T:ié? 2 -1 -4j:-1'>& 2 -1 -4::9-2 & ﬂ_
det A -7§ - 7§ > ¢ 7 7 7:
-1 -3 25 1.8 2564 3
€7 775
Dunque:
x4 2 16
g? 7T
A'l:(;-g E ﬂ.+
¢7 7 7%
¢ 1 3 2z
§7 77
Secondo metodo

Cdooliamol’inversadi A Sfruttando il metodo della matrice identita
Affianchiamo, atae scopo, dlamatrice data, di ordine 3™ 3, lamatrice identita dello stesso ordine:

& 1 1|11 0 06
[All,]=%0 1 2|0 1 o
él 2 0|0 0 1y
;Y_J H_}
A I3
Effettuiamo ora le operazioni dementari sulle righe, o sulle colonne, di [Alls] in modo tae da ottenere,
dlafine, unamatrice ddlaforma[ls|B], dove lamatrice B saraproprio I'inversaA™ di A:

@ 1 1|1 0 06 @ 0-1]1-1 08
[All]=¢0 1 2|0 1 0I%%%H¥®HO 1 2|0 1 OF
12 0[0 0 1y §1 2 0/l0 0 15
@ 0 -1| 1 -1 08 @ 0 -1| 1 -1 06
¢ * ¢ *
RHPHRO 1 2| 0 1 OTHHUH®O -7 0| 2 -1 -4
0 4 1]/-1 1 25 0 4 1]l-1 1 25
@ 0 -1|1 -1 06 @4 0 0] 8 -4 -20
BBRHIP O -7 0| 2 -1 -AT%RHUWO L0 7 0| 2 -1 -47
éo 0 7|1 3 -25 0o 0 711 3-25
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A 0 o0 4.2 1o
¢ 7 7 7+
c 2 1 4.
%a¥%3%B¥®>x0 1 O0|-= = =
ROZR € 7 7 I
et by o 1| 103 2:
L W N/
Y
5 Al
Dunque risulta:
@4 2 10
37 7 7L
Al:(s:-g E ﬂ-_
¢ 7 7 I
¢1 3 .2
7 7 Tg

S pud ora ossarvare che la matrice inversa ottenuta con il secondo metodo € esattamente la stessa di
quella ottenuta precedentemente con il primo metodo.

2) Ddi i seguenti vettori:

v,=(1,1,1), v,=(0,1,0), v,
verificare se ess sono linearmente dipendenti o indipendenti.

(-1,0,1)

Primo metodo
Sfruttiamo la definizione di lineare dipendenza o indipendenza di vettori.
Scriviamo una combinazione lineare del tre vettori e la eguagliamo d vettore nullo, precisamente:

(") kvtky, +kv; =0
dovei ki (i =1, 2, 3) sono degli scalari ovvero da numeri redi.
Poniamo orandla(*), d posto dei vettori, le terne assegnate:

k (1, 1,1)+k,(0,1,0)+k, (-1 0, 2) =(0, 0, 0)
Moltiplichiamo ciascuna componente del vettore per il corrispondente scalare:
(ke ki, ) +(0, ks, 0)+(- ki, 0, k) =(0, 0, 0)
Sommiamo ora. componente per componente:
(k,+0- ks, k+k, +0, k+0+k;) =(0, 0, 0)
cioe:

(k- ks, ki+k,, kitks)=(0, 0,0)
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Affinché I'equazione sopra scritta da soddisfata, i due membri devono essere ugudi, ovvero i due
vettori (qudlo che figura d primo membro e quelo che figura d secondo membro) devono avere
ugudi le componenti che s trovano nella medesma posizione, precisamente deve risultare:

ik - k=0

o+, =0

1k +k, =0
Resta quindi da risolvere il Sstema sopra riportato, ovvero determinare i vaori delle incognite ki (i = 1,
2, 3), osservando che se sono tutti nulli dlora i vettori assegnati sono linearmente  indipendenti, mentre
e ne esiste uno diverso da zero alora samo nel caso ddlalineare dipendenza dei vettori.
Occorre sottolineare, in primo luogo, che s tratta di un Ssema quadrao di tre equazioni in tre
incognite.
Dalla prima equazione otteniamo:

ki = ks
Sodtituiamo tale vaore, ad esempio, nella seconda equazione:
katko=0 P ko=- ks

Sodtituiamo i vaori fino ad oratrovati nella terza equazione:
k3 + k3 =0 P 2k3: 0 P k3: 0
Abbiamo cosi ottenuto:

Z
A
I

>
oo

ks=0
Dunque il sstema ammette solo la soluzione nulla, ovvero laterna
(k1, k2, k3) = (0, 0, 0)
Poiché gli scdari, soluzione dd nostro sstema, sono tutti nulli, ne segue che i tre vettori assegnati sono
linearmente indi pendenti.

Secondo metodo
Sfruttiamo la nozione di rango.
Consderiamo la matrice codtituita dai quettro vettori riga assegnati:

el 1 1('_)'
A,=$0 1 O
é-l 0 15

Determiniamo il rango di A, sgpendo che due o piu vettori sono linearmente indipendenti se il rango
dellamatrice ad ess associata € massmo.
Risulta, pertanto:
0<r(A)£3
Applichiamo Kronecker e consideriamo il seguente minore di ordine 2 diverso da zero:

|v|:‘l jzllo P r(A)32
gl
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Cdcoliamo adesso | unico minore orlato di My:

1 1 1
0 1 =1+1=210
-1 0 1

Dunque, poiché tae minore e diverso da zero risulta r(A) = 3, cioe il rango di A € masimo. | vettori
sono pertanto linearmente indipendenti.

3) Cdcolareil determinante della seguente matrice dd quarto ordine;
el -2 3 -506
g 5 -2 4 17
¢4 -2 1 3+
€3 3 1 2}
Sviluppando il determinante, con laregoladi Laplace, ripetto ala primacolonna, risulta:

+
-1 -2

3 -5
|5 -2 4 1
detA = Z 2 1 3—-1>cll+5>c nt4%x, +3%x, =-C, +5¢C, +4c, +3¢,, =
3 3 1 2
-2 4 1 -2 3 -5 -2 3 -5 -2 3 -5
1+1 2+1 3+ 4+1
=942 1 F+5(-1"42 1 d+4(-14-2 4 1+3(-1)"'x2 4 1=
3 1 2 3 1 2 3 1 2 -2 1 3
-2 4 1 -2 3 -5 -2 3 -5 -2 3 -
=-[-2 1 -54-2 1 +4%-2 4 -3%-2 4
3 1 2 3 1 2 3 1 -2 1

| precedenti determinanti di ordine tre, a loro volta, possono essere cacolati gpplicando nuovamente la
regola di Laplace, sviluppando ciascuno di secondo, per esempio, gli dementi dellaprimariga.

Risultaquindi:

detA = - %2(-1)%’1 2+4(-1)3 >"32 2‘+1(-1)4>"32 j§+
5% 2(-1)° i 2+3(-1)3{§ ‘;" 5(-1)4{'2 j'§+
+4§r 2(- 1)2>"11 ;+3(-1)3{§ ;‘ 5(-1)4,*'32 ‘11§+
_3%2(-1)2{1 ;+3(-1)3:):§ j 5(-1)“{? jé:
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=-g2(-1)-4(-13) 5 582(-1) -3( 43)-5(-5)g+4& 2(7)-3(-7)-5(- 14)g+
-3¢ 2(11) - 3(- 4)- 5(6)g=- 49- 330+ 308+120=49
Dunque detA = 49.

S puo ora osservare che S sarebbe pervenuti alo stesso risultato quaora s fosse utilizzata la regola di
Sarrus per il cacolo del determinanti del terzo ordine.

Ridurre ora la matrice data attraverso le operazioni dementari sulle righe e sulle colonne di una
matrice. S ha

@l -2 3 -5¢ 2l -2 3 -5 ael 2 3 -53
¢ 5 .2 4 17 1 0o 3 -2 103-2+
G %% % Y® © i/ ® ¢ +
¢4 -2 1 3% EREO g Ly g g 0 -2 8+
€3 3 1 2} €3 3 1 22, 23 3 1 25

@l 2 3 -50 2l -2 3 -56

1 0 3 9 1 0 3 -2°
BHRHP 5 o 3/4{?@%?@® 0 -17 18+

€3 o0 11 -11,5 %3 0 11 -11;

2l -2 3 -56 2l -2 3 -58

1 0 3 -2° 1 0 3 -2°
BEERP L o o 1 1 tBBIP L o o 17 18t

€0 o0 2 -5 €0 0 o0 -495

Abbiamo cosi ottenuto una matrice ridotta, sempre del quarto ordine:
el -2 3 -590
1 0 3 -2:
R=¢ -
¢o 0 -17 18+
€0 o0 o0 -495
I cui dementi specidi (dementi non nulli di ogni riga d di sotto de qudi tutti gli dtri dementi dela
metrice sono nulli) sono esattamente:
ap=-2;, an=+1 ax=-17

4) Cdcolareil rango della seguente matrice:

3 -1 2 16
1 0o o0 17
A=C :
c-1 1 2 1+

€3 0 4 33
Iniziamo con | osservare che lamatrice A € quadrata di ordine m = n= 4, per cui risulta:
O£ r(A) £mn{mn}=mir{4,4} =4
Poiché, inoltre, lamatrice A non € lamatrice nullasegue cher(A) * 0. Dunque:
0<r(A)£4
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Primo metodo

Vediamo ser(A) = 4, cioé se esste un minore del quarto ordine estraibile da A non nullo.

Osserviamo che I'unico minore di ordine quattro € proprio detA, motivo per cui occorre cacolare tae
determinante:

3 -1 2
1 0 O '
deth = 1 1 2 = (sottraendo dla prima colonna la quarta colonna)
3 0 4
+
2 -1 2 1
- =+ _ +
0O 0 0 1 _ _ | |
= s 1 o 1 = (sviluppando secondo gli dementi della secondariga)
0O 0 4 3
2 -1
=+1x-2 1 =0
0 O

Quindi r(A) ' 4. Vediamo e risulta r(A) = 3, cioé se esste un minore di ordine tre estraibile da A
diverso da zero. Poichérisulta

3 -1 2
A1 0 0=410
-1 1 2

Ne segue che é proprio r(A) = 3.

Secondo metodo
Utilizziamo il Teorema degli Orlati o di Kronecker, partendo da un minore de secondo ordine diverso
da zero:

A':‘B 'wzllo b r(A)32
1 0

Esaminiamo adesso gli orlati di A", ovvero i minori dd terzo ordine ottenuti propri da A' aggiungendo
una riga ed una colonna ddla matrice A assegnata se gli orlati sono tutti nulli dlora e r(A) = 2; se ne
esiste, invece, dmeno unonon nullo e r(A) 2 3. Poichérisulta

3 -1 2 L s
A'=l1 0 0=-14, =410 b r(A)?®3
1 2

101 2

ovvero esste un minore dd terzo ordine, orlato di A" diverso da zero, passamo ad esaminare gli orlati
d A".Lunico orlato & proprioil detA, che in virtu di quanto osservato nel primo metodo, risulta
ugude a zero: I'unico minore del quarto ordine edtraibile da A énullo, ciceérisultar(A) = 3.
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5) Daelemdric:

da 4 -30 ) )
=%2 .2 1 B=§ 2 -20 c:f 3 40
§3 1 0% 3 0Og 0 -1 14

eseguire, ove possibile, le seguenti operazioni:

a) A+B

b) B+C

c)B C

dB A

e) C-B

f) 3A

Osserviamo, in primo luogo, che la matrice A ha ordine 3 3, ovvero € quadrata di ordine 3, la matrice
B haordine2” 3 elamatrice C haordine 2 3. Ne segue, pertanto, che:

a) A+B éimpossbilein quanto A e B non hanno |o stesso ordine

b) B+C e posshbile poichéle matrici B e C sono entrambe di ordine 2° 3 erisulta

AB+2 243 -2-46 a8 5 -60
B+C= == -
§140 -3-1 0+ly &1 -4 1y
c) B C non & possihile in quanto il numero delle colonne della prima matrice del prodotto, ovvero B, &
3 che ediverso dal numero delle righe della seconda matrice ddl prodotto, ovvero C, che é pari a 2.
d) B" A & posshile in guanto il numero ddle colonne di B & 3, numero questo che coincide con il
numero ddlerighedi A. Risultadlora:

N (-2)8 14+2(-2)+(-2)4 11{-3)+ 2:4+(-2)>00 _
10 +(-3)x2+ 08 13+ (-3)%-2)+ 0 1x-3)+(- 3)x+00,
_A+4-6 4-4-2 -3+2+06_ el -2 -10
T&1-6+0 4+6+0 -3-3+0, &5 10 -6,
€) C- B épossbilein quanto le matrici sono dello stesso ordine:
@®-1 3-2 -4-(-206_ 21 1 -2
B %01 i1-(9 10 5 %1 2 1
e g € 2
f) 3" A e posshile in quanto risulta sempre lecito moltiplicare una qualunque matrice, rettangolare o

Quadrata che da, per un numero rede; bisogna, ciog, moltiplicare per il numero dato tutti gli
elementi della data matrice. Risulta, pertanto:
ad 4 -36 a8 34 34-3)6 8 12 -9
3A=32 -2 1= 3(-2) 3 =% -6 3.

§3 05 gs><3 31 3>og§9 3 0p
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